Hledani extrému funkci

1 Uvod

Kapitola je rozdélena na nasledujici ¢asti
1. Extrémy funkce jedné proménné
2. Extrémy funkce vice proménnych
3. Kombinatorickd minimalizace

4. Uloha linearniho programovani

1.1 Presnost hledani extrému
Obecné nelze extrémy hledat s tak vysokou p¥esnosti jako tfeba FeSeni rovnic.

P¥i¢inu ukazeme na p¥ikladu minima funkce jedné proménné. V okoli minima
|ze danou funkci dob¥e aproximovat Taylorovym rozvojem

F(2) = Flom) + 0+ o f" @) (@ — w4

Relativni vzdalenost bodu x od skute¢ného minima x,, je

(2 — x| | 1f(2) = flam)] | 2 [f(2n)]

| (2m)] T | [ (2m)]
Jestlize je funkce f stanovena s relativni pfesnosti €, pak odchylka nalezeného
x od skute¢ného minima x,, je £, ~ /. Pokud Ize povaZovat

i f(xm)
f"(@m)

Th,
je pfi jednoduché ptesnosti chyba urteni extrému e, ~ 3.5 x 107* a p¥i
dvojndsobné pFesnosti je to £, ~ 1.5 x 1075,

~ 1
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2 Hledani extrému funkce jedné proménné

V 1 promé&nné polohu minima nejd¥ive ohrani¢ime, a pak budeme hledat bud
bez pouZiti nebo s pouZitim derivace.

Pozn. Pokud nebude feceno jinak, budeme hledat minimum.

Ohraniceni extrému — Pro ohraniéeni extrému musime znat hodnoty funkce
ve 3 bodech.
Necht

a<b<c A fla) > f(b) < f(c) ,

pak 3 minimum funkce € (a, b).

2.1 Metoda zlatého fezu

K ohrani¢eni minima jsou potfebné 3 body a < b < ¢, ke zilZeni intervalu
ohranicujiciho kofen potfebujeme 4. bod x. Oznaéme
b—a xr—>b
W = : 7 =

c—a cC—a

Obrazek 1: Rozdéleni intervalu pfi hledani extrému metodou zlatého fezu

Pokud f(x) > f(c), minimum € (a,z) o délce W + Z z pivodniho, pFi
f(x) < f(c) minimum € (b,c) o délce 1 — W z pivodniho. Chceme zuZovat
interval rovnomérné, tedy W+27 = 1—W . Déle chceme, aby zuZovani intervalu
mohlo ddale rovnomérné pokralovat, tedy chceme, aby bod Z délil interval
(W, 1) stejn& jako bod W délil interval (0,1)

A 3—5
1—W_W = W = 5

Toto &islo se nazyvd zlaty rez. Plati, Ze chyba ¢;,1 uréeni minima v ¢ + 1
iteraci je

82'_4_1:(1—W)'8i .

= 0.38197 .

Jde tedy o linearni metodu.



2.2 Parabolicka interpolace

P¥edpoklddejme, Ze minimum je ohrani¢ené a < b < c a f(a) > f(b) < f(c).
Oznaéme 0z = = — b, pak v okoli b Ize psét f(z) ~ a(dx)* + B(dz) + . V
minimu je nulova derivace

:d—f%oz(éx)irﬁ = 5:p:—ﬂ.

0
dx 20

Nyni odvodime hodnoty «, 5 pomoci interpolace Lagrangeovym kvadratickym
polynomem. Definujeme-li X =2 —b, A=a—baC =c—0», Ize zapsat

o) T + e+ EEE = D)

Potom jsou v a 3 dany vztahy

—A(f(B) = f(C)) + C(f(B) = f(A))

o =

AC(C—A)
g — AUB) - 1(C) ~ CI(C) =~ [(4))
AC(C = A)

Odhadem minima je tedy x dané vztahem

L(b—a)’[f(b) — f(0)] = (b= c)*[f(b) — f(a)]

x=>b—

2 (b—a)[f(b) = f(c)] = (b= )[f(b) — f(a)]
Tato metoda, pokud neni dopln&na sledovanim ohrani¢eni minima, mize selhat
- nemusi konvergovat nebo miiZe nalézt maximum misto minima.

Je to kvadraticka metoda — miZe byt neefektivni daleko od minima =
prepinani mezi parabolickou interpolaci a metodou zlatého Fezu.

Pozn. Autorem algoritmu pf¥epinani R. P. Brent. Nutné je sofistikované uchovavani
mezivysledkl (bookkeeping).

2.3 Hledani extrému funkce jedné proménné s uzitim derivace

Existuji metody vysokych ¥adi, ovSem urychleni miZe p¥indset problémy.
Casto se pouzivd se kombinace metody plleni intervali a reguly falsi pro deri-
vaci od R. P. Brenta.



3 Hledani extrému funkce vice proménnych

Pozn. Hledani extrému funkce f(Z) nepfevadime na ¥e¥eni systému rovnic
O0f /0x; = 0, pokud nevznikne systém linearnich rovnic. Uloha hleddni extrému
je totiZ jednodussi, mame zde strategii sledovani dbytku (ristu) funkce f(Z).

3.1 Simplexova metoda (amoeba)

Simplexovd metoda! vyuzivd (N + 1)-simplex v N-dimenzionalnim prostoru.
(N + 1)-simplex je tvofen N +1 body Fy, ..., Py. Vektory p; = P,— Py i =

1 N tvoti bazi N-dimenziondlniho vektorového prostoru.

g v e ey

V simplexové metodé se simplex posunuje tak, aby ohrani¢il minimum a pak
se zmensuje, dokud neni minimum znamo s dostate¢nou presnosti.

—

reflexe reflexe se zvetsemm
maximum max1mum<
minimum minimum
zmenSeni v jednom sméru zmensSeni ve vSech smérech k minimu

» minimum <. minimum

Obrazek 2: Transformace simplexu v simplexové metodé

3.2 Metoda konjugovanych smeéru

Minimum bychom mohli hledat tak, Ze bychom je opakované hledali postupné
v N pevnych smérech, tvoficich bazi prostoru (nap¥. ve smérech standardni
baze). Tento postup miZe byt neefektivni. V p¥ipad& dlouhych Gzkych ddoli
vede k posloupnosti velmi malych krokl a tedy k velmi pomalé konvergenci k

INeplést se simplexovou metodou u linedrni optimalizace.



minimu.

— Potfeba lepsi volby sméri. Chceme volit ndsledujici smér tak, abychom
neporusili minimum v pfedchozim = konjugované smeéry
Pro kvadratickou formu pak ziskdme minimum po N krocich.

Funkci f(Z) Ize v okoli bodu P rozvinout do Taylorovy ¥ady (6z = & — P)

s Cof . 1 o
f(@)=f(P)+ > o, ]35%—#2 %: Do, ﬁ5$z5xj + ...
%,_‘_/ —_—
b A

Zde —Z;je gradient v bod& Pa A;; jsou prvky Hessovy matice.
Zachovame-li pouze &leny do 2. ¥adu, pak pro gradient funkce f(x) plati

Viz)=Aéz—b a  6(Vf)=A(0z)
KdyZ minimalizace ve sméru ' nema poskodit minimum ve sméru @, musi platit
@'6(Vf)=0 = a'Av=0

Vektory u a ¥ uréuji konjugované sméry.

Nasledujici metodu konjugovanych smérii navrhl roku 1964 Powell. V prvnim
kroku volime sméry 4, = ¢€;, kde « = 1,...,N. Jako dalsi smé&r volime
PN = ﬁN — ]30, tedy smér ke kterému vedlo N minimalizaci ve sméru. Z
plvodni bdze sméri 1. smér vynechame.

Tato metoda je kvadraticky konvergentni, pro kvadratickou formu minimali-
zace ve sméru py najde minimum.

NavrZena metoda muZe ovéem vést ke vzniku linedrni zavislosti souboru N
vektort smérd minimalizace.
Jsou ndsledujici moznosti odstranéni tohoto problému

1. Reinstalujeme sméry u; po kazdém N i N + 1 iteracich.
2. Brentova metoda - dokalkuluje sméry sofistikovanymi postupy,

3. Vynechame smér, kde doslo k maximalnimu poklesu. Ten dal maximalni
pFispévek k Py — Fy = linedrni nezavislost smérli se zachovdva, metoda
ale ztraci kvadratickou konvergenci.



3.3 Metoda konjugovanych gradienti

Gradient je smér nejvétsiho poklesu, proto pokud mizeme poditat parcialni
derivace, minimalizaci ve sméru gradientu usetfime N kroki. Najdeme-li v
daném sméru minimum, je dal$i gradient kolmy k pivodnimu.

Metoda nejvétsiho spadu mize mit tedy podobny nedostatek jako metoda
pevnych smérii — velké mnozstvi malych krokd pro uzkd dlouha ddoli. =
potfeba lepsi volby smérli — konjugované gradienty

Pozn. Metoda vyuZiva 1. parcidlnich derivaci funkce f(Z), nepouZiva ale 2.
parcidlni derivace.

Funkci vyjad¥ime ve tvaru
- 1 -7 -
F(@) ~c—blox + S0v Adz
Najdeme-li P11 minimalizaci ve sméru —V f(F;), pak je V f(P+1) LV f(P).
Chceme smér ;1 takovy, Ze u;At; 1 = 0.

Necht A je symetrickd a pozitivng definitni v okoli minima. Necht i, h; jsou
posloupnosti vektoril takové, ze

— —

Gi+1 = i — MiAR, a hiv1 = Giv1 +vili

kde
3,7, G AR
A = 9i9i ] = _ i1
Pak plati

gigj =0 a FLZAEJ =0
Pro kvadratickou formu lze v; a \; spotitat i bez znalosti Hessovy matice A
nasledovné

v — Gi+1gi+1 _ (i1 — G)Gin \ — _Jihi
l g:gi Gigi L hAR
—_—————

Fletcher—Reevesova metoda Polak—Ribierova metoda
Pro kvadratickou formu neni rozdil mezi obéma zpilisoby stanoveni ;, obecné
je vétSinou vyhodnéjsi Polak-Ribierova metoda.

P¥i hledani minima budou vektory g; = —V f(P;) oznafovat smér nejvétsiho
spadu a vektory h; sméry hledani minima ve sméru - bodu P,.



Postup hledadni minima metodou konjugovanych gradienti:
1. Potate¢ni odhad je Py, go = —V () a ho = Jo.
2. Minimalizaci ve sméru ﬁo ziskame P;.
3. Zname P; a vypolteme ¢ = —V f(P).
4. \Vlypolteme
(91 — go) 5
gogo

_ i

pra— nebo Yo =
9090

0
Prvni zplisob vypo&tu v je Fletcher—Reevesova metoda, druhy je Polak-
Ribierova metoda.

5. Vypocteme
El — _’1 + ’Yoﬁo
6. Minimalizaci ve sméru 51 ziskame bod P.

7. Opakujeme 3,4,5,6, dokud neni minimum nalezeno s dostate¢nou p¥esnosti.

Pozn. 7 metod, které vyuZivaji gradient a nepoditaji 2. parcidlni derivace,
se Casto pouZivaji metody "promé&nné metriky” (BFGS — Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno nebo DFP — Davidon-Fletcher-Powell). Tyto metody jsou
zaloZeny na postupné aproximaci inverzni Hessovy matice.

3.4 Gauss—Newtonova metoda

Metoda vyuzivd 2. parciadlnich derivaci, proto je vhodnd tam, kde je umime
snadno spoditat.

Oznatime dx; = x; — P;. Nahradime funkci f(Z) v okoli bodu P jejim Taylo-
rovym rozvojem

f@ =B +y Y| sty 2

Jz 2 2 0x;0z

v

of
5 dxi0x; + . ..

7

P
Ponechdame jen €leny do 2. ¥adu vEetn& a gradient funkce f(Z) vypolteme

of 02 f
(vf‘P)i = 0zl Ox;0x; ]35%
A



V minimu jsou V 1. parcialni derivace nulové a odtud dostdvame pro dx systém
linedrnich rovnic

Adz = — Vs

Je to kvadratickd metoda, ktera miiZze mit problémy daleko od minima.

3.5 Levenberg—Marquardtova metoda

VyuZiva opét explicitni vypolet Hessovy matice. Jde o kombinaci Gauss—Newtonovy
metody s metodou nejvétsiho spadu tak, aby byly eliminovany mozné problémy
Gauss-Newtonovy metody daleko od extrému.
Pro Gauss—Newtonovu metodu plati
Adr = — Vflzum
V Levenberg—Marquardtové metod& nahradime matici A matici A’
A — { aj; = aj;(1+ M)
/ S
Aj; = Qij i
Pokud A — 0 dostavame Gauss—Newtonovu metodu a pro A — oo dostavame
maly krok ve sméru spadu. Postup vypada takto:

1. Stanovime vektor #(» a hodnotu f(#().

2. Uddme hodnotu A, naptiklad A = 0.001, pro £ = 0.

3. Spotteme 0" pomoci vztahu A'67 = — V f| 4.

4. Vypotteme hodnotu 7, = %) 4+ §7 a hodnotu funkce f(Z,).

. (a) Pokud f(#,) > f(#™)) - krok zamitneme — A= 10\,

(b) je f(%,) < f(Z®) - krok p¥ijmeme 1) = 7, a A := 0.1\ a
k := k + 1. Déle cyklus opakujeme od tfetiho kroku.

(&3]

Levenberg—Marquardtova metoda se ¢asto uziva u nelinedrni regrese. Zde mi-
N
nimalizujeme x? = '21[% — y(x;,a@)]?/0? vzhledem k @. Pak
82X2 N1 &y(x, 6) &y(x, 6) — a2y
— 22—2 ! : - (yl —y(xl,a))
day, Oy = 0; Oay, oy da0qy
Cést sumy, kde se vyskytuji druhé parcidlni derivace y, Ize zanedbat, pro Yeden{

stali vypocitat matici A pFiblizn&. Dokonce je to lepsi z hlediska numerické
stability.




4 Kombinatoricka minimalizace

Cilem je nalézt globalni minimum ve velké diskrétni mnozing, kde mize byt
mnoho lokalnich minim.

P¥ikladem uvedeného typu tlohy je tiloha obchodniho cestujiciho.

Cilem je najit nejkratsi cestu, kterou cestujici projede vsechny uzly a vrati se
zpét do vychoziho bodu. Moznosti je sice kone¢ny pocet, ale pfFili§ mnoho
na to, abychom je v8echny vyzkous$eli. Napf. pro 20 mezilehlych uzld mame

| | v Ve
% — % ~ 10'® moZnosti.

PouZiva se Metropolistiv algoritmus (simulované Zihdni). Postup ma nasledujici
kroky:

1. Popis moznych konfiguraci.

2. Generator ndhodnych zmén konfigurace.

N+1
3. Hleddme minimum funkce £ = L = _f}o V@i —zi)? + (Y — yin)2 +

i — pir1)? (posledni &len je nap¥iklad pokuta za pFekroZeni hranice -
pokud A > 0 chceme omezit prekracovani hranice, A < 0 vyhodné pro
paseraka).

4. Rychlost ochlazovani. Na polatku provddime i zmény konfiguraci, pf¥i
nichz E ponékud vzroste, abychom se dostali z okoli lokdlnich minim.
Zménu konfigurace provedeme, pokud AE < T,, > 0 a pro n — o
snizujeme 7,, — 0.

Elementarni zmény konfiguraci pro tlohu obchodniho cestujiciho:

1. P¥ireversi z pivodniho pofadii—1,7,i+1,...,7—1, 5,7+ 1 preklopime
Usek 7...7 a dostaneme ¢ —1,7,7—1,...,2+1,4,7 + 1.

2. P¥i transportu presuneme z pivodni posloupnosti ¢ —1,4,¢+1,...,5 —
1,7,74+1,....,k—1,k,k+1,... Gsek 7 + 1...k ptfed 7 a dostaneme
i—1,54+1,. . k—1kii+1,....5—14k+1



5 Linearni programovani (simplexova metoda)

Hledame maximum u&inkové funkce z = ag1z14+agexa+. . .+agnxy. Mame za-
danych N primarnich podminek x1 > 0, xo > 0, ..., zy > 0 a M dodatecnych
podminek, z toho m; podminek 1.druhu (<), ms podminek 2.druhu (>) a m3
podminek 3.druhu (=), M = my + mg + ms.

Dodatené podminky jsou zadany nasledovné:

a1, + appxs + ... +aiyry <b; > 0 1=1,...,my
0 j=mi1+1,...,m +mo
0 k:m1+m2+1,...,M

ai1r1 + appre + ...+ aNTN = bj

AVARRYS

ap1T1 + agaTa + ...+ apnTy = by,

Z mnoZiny moznych vektoru (vyhovujicich V podminkdm) vybirdme
optimalni mozny vektor.

Uloha nemusi mit feSeni
1. Nemusi existovat Zadny mozny vektor.

2. Nebo =3 maximum z, G¢inek z roste v néjakém sméru, ve kterém je
mnoZina moznych vektor( oteviena (do o).

MnoZina moznych vektori je simplex v N — mgs-rozmé&rném prostoru. MnoZinu
vrcholl simplexu nazyvame vertex.

Veéta Jestlize existuje optimalni mozny vektor, pak existuje vrchol simplexu,
ktery je optimalni.

Pozn. Pokud pocet primarnich podminek N je vétSi nez polet dodatednych
podminek M, pak kazdy vrchol simplexu ma alespoii N — M soutadnic = 0.
Pocet vrcholli — prvkii vertexu V je

M+N\ (M+N
N )\ M
Normalni forma ulohy linedrniho programovani nemd zadné podminky s ne-
rovnosti, tedy m; = my = 0.

Omezend normadlni forma ma dodateéné podminky tvaru x; = bj+a;;x; >
0, pficemz z; je jen v jediné podmince (levostrannd promé&nna).

10



5.1 Reseni omezené normalni formy - priklad
Hledame maximum G¢inkové funkce z, tdloha je zadana nasledovné

z = 219 — 4x3

120, w220, 2320, 2420
T, =2 — 629+ 23

Ty = 8+ 3r9 — 4x3

Nyni sestavime promé&nné do tabulky, x1, x4 jsou levostranné proménné a xo, 3
pravostranné.

L2 | T3
z |0 2 |-4
T 2|-6 1
T4 8| 3|4

Kdyby 2 mélo viechny koeficienty u pravostrannych promé&nnych mensi nebo
rovné nule, byla by dloha jiZ vyfeSena. Kladné koeficienty u pravostrannych
proménnych v z je tfeba odstranit. Vybereme tu pravostrannou proménnou
(sloupec), kterd ma u z maximalni kladny koeficient. Pro tuto promé&nnou
vybereme hlavni prvek - podminku (¥adek), kterd maximaln& omezuje rozsah
proménné a z této podminky proménnou vyjadfime, zde

_1 T 3
=376 TG

Potom tedy mame tabulku:

Iy T3
z |2/3]|—-1/3]—-11/3
xo | 1/3|—=1/6| 1/6
x| 9 | —=1/2| =7/2

Maximum z je tedy p¥i x1 =23 =0, 2, =2/3, 2o =1/3 a x4, =9.

11



Algoritmus YeSeni Ize tedy shrnout

1. Najdeme hlavni sloupec a hlavni element.
2. Uschovame hlavni sloupec.

3. U ¥adkd mimo hlavniho vytvofime takovou kombinaci s hlavnim ¥adkem,
aby v hlavnim sloupci vznikla nula.

4. Délime hlavni ¥adek (—1)= hlavni element.

5. Zaménime hlavni element za jeho pfevracenou hodnotu.

6. Zbytek ¢lend hlavniho sloupce vzdy vydélime hodnotou hlavniho elementu.

5.2 Prevedeni obecné formy na omezenou normalni

P¥evedeni ukdZzeme na p¥ikladu

z = X1+ 2o+ 3x3 — 14
1+ 2x3 < 740 (1)
209 —Txy < 0 (2)
3ry — w3+ 224 > 8 (3)
T1+Tot+ax3+2x4 = 9 (4)

Zavedeme pomocné proménné y; > 0, y2 > 0, y3 > 0 a tak podminky s
nerovnostmi pfevedeme na rovnosti

r1+2x3+1y1 = 740

—~
—_
~—

209 — Ty + Yo = 0 (2)
3x9 — w3+ 214 —1y3 = 8 (3)
a dale nam zlstava
T1+ro+r3+24=9 (4)

Prvni a druha rovnice jsou v omezené normalni formé&, pro tfeti a &tvrtou
zavedeme pomocné proménné z3, 24

Z3 = 8—3x2+x3—2x4—|—y3:0
Z2s = 9—21—29—23—2x4=0

ProtoZe 23, z4 jsou nulové, zavedeme dodate&nou Gcinkovou funkci

2 = —23 — 24, kterd ma maximum pro z3 = z4 = 0.

12



Sestavime tabulku pro normalni formu

L1 | T2 | T3 L4 | Y3

z 0 1]1(3|-1/2]0

yp || 740 [ -1 | 0 | -2 0 0

vl 0 |0]-2]0 7 0

zl 8 [ 0]-3]1 -2 1

2z 9 |-1)-1]|-1] -1 0

2 =171 1410 3 -1
Vybereme hlavni element ze sloupce x5, na tfetim ¥adku je w5, = 8/3,
na ¢tvrtém x9,, = 9, ale na druhém xz9,, = 0. Z druhého ¥adku mdame

r9 = —1/2yy + 7/2x4. Kdybychom vzali hlavni prvek ze 3. ¥adku, bylo by
po Upravé na 2. Yadku yo = —16/3 4 223/3 — 2x3/3 + 2524/3 — 2y3/3. To je
ovdem chybng&, konstanta nesmi byt zapornd (—16/3). Po dpravé ma tabulka

tvar

Hlavni sloupec je pod x4, hlavni element (—25/2) je v ¥adku u z3, odtud

I Y2 T3 Ly Y3
z| 0 | 1]-1/2|3 3 0
y1 || 740 | -1 0 -2 0 0
xo || O 0(—-1/2|0 7/2 0
z3 | 8 0| 3/2 |1|-25/2|1
ze | 9 |-1] 1/2 |-1] =9/2 | 0
Z-171] 1 -2 0 17 -1

vyjadfime

16 3 2 2 2
1’4:2—5"1'%92-1-2—5963—2—523-1'%93
a dostaneme tabulku
I Y2 T3 <3 Y3

z 48 /25 1|-7/50| 81/25 | —6/25 | 6/25
Y1 740 -1 0 -2 0 0
xo || H6/25 | 0 | —=2/25| 7/25 —7/25 | 7/25
xy| 16/25 | 0| 3/25 2/25 —2/25 | 2/25
zy | 153/25 |-1|—1/25|—-34/25| 9/25 | —9/25
2| —=153/25| 1 | 1/25 | 34/25 | —=34/25| 9/25
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Nyni ze sloupce z3 z ¥ddku u z4, dostaneme

9 25 1 25 9 9
133:5—@961—3—4%—3—424-1-@23—3—493
a nova tabulka ma tvar

21 Y2 Z Z3 Y3
z | 33/2|-1.38235 | -0.23529 | -2.38235 | 0.61765 |-0.61765
yr || 731 | 0.47059 | 0.05882 | 1.47059 | -0.52941 | 0.52941
xo || 7/2 |-0.20588 | -0.08824 | -0.20588 | -0.20588 | 0.20588
X4 1 1-0.05882| 0.11765 | -0.05882 | -0.05882 | 0.05882
xg || 9/2 |-0.73529 | -0.02941 | -0.73529 | 0.26471 | -0.26471
2 0 0 0 -1 -1 0

Jakmile dostaneme vSechna z; na pravou stranu, miiZzeme je vynechat, pomocna
ucinkova funkce 2’ je maximalizovdna a vynechame ji. Uloha je prevedena na
omezenou normalni formu.

V nadem p¥ipadé jsou uz u V skutegnych pravostrannych prom&nnych (x1, s,
y3) koeficienty u G&inkové funkce z zaporné a lloha je tedy vy¥esena

7
9
5193—524.5, 5174:1
33
Zmar = — =165 ,  y = T731.

Degenerovany mozny vektor — stejné velké omezeni ve vice fadcich —
vice moznych hlavnich prvki. Potom se p¥i vyb&ru rozhodujeme podle dal3ich
sloupci.
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